Seminar zu Pseudodifferentialoperatoren
gehalten von Prof. Reissig

1 Definition und einige Eigenschaften

Vorgelegt sei eine unendliche oft differenzierbare Funktion p = p(z, £) auf der Menge
Q0 x R™, wobei 2 C R" ein Gebiet sei.

Definition 1. Der lineare Operator

P(z, D)u = (27)" / € p (i, €)F (1) (€)dE

n

mit u € C3°(Q) heifst Pseudodifferentialoperator der Ordnung m, falls die vorgelegte
Funktion p = p(x,&), diese nennt man auch Symbol von P, der Abschditzung

|DEDEP(,€)| < Cpa (14 €)1 ~ Cga (€)™
fiir alle o, B und jede kompakte Menge K C ) erfiillt.

Bemerkung 1. Die Menge der Symbole der Ordnung m bezeichnen wir mit S™(£2).
Man kann auch allgemeinere Symbolklassen S%(Q) mit 0 < 6 < p <1 einfiihren.
Diese bestehen aus allen auf QxXR™ glatten Funktionen p = p(z,£), die der Bedingung

|DEDEp(2,€)| < Cpa,i (€)™ P

fiir alle o, B und jede kompakte Menge K C ) erfiillen. Falls die Symbole beziiglich
x global definiert sind, d.h. fir x € R™, dann schreiben wir anstelle von gfé(R”) nur
o5 Haufig schreibt man fiir ST kurz S™.

Bemerkung 2. Fulls man z.B. Cauchy-Probleme fiir Evolutionsmodelle untersucht,
dann wird hdufig die Bedingung

|DIDEp(,€)| < Cpafe)m ool

gletchmdfig fiir alle x € R™ vorausgesetzt. Man studiert in diesem Fall das globale
Verhalten von p und nicht das lokale auf beliebigen kompakten Mengen.

Satz 1. Pseudodifferentialoperatoren sind stetige lineare Operatoren von C§°(§2) in
C>®(Q).

Beweis:  Esseiu € C§°(£2). Damit liegt u auch in S(R™). Die Fouriertransformierte
F(u) liegt ebenfalls in S(R™) und somit gilt

|F(u)(&)| < Cy(e)™N fiir jede natiirliche Zahl aus N.
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Damit ergibt sich sofort

|DP (e p(x, ) F (u)(€))] < Cpn (&)™ N

fir |3] < r. Wahlen wir N > m + r + n, dann ist D?P(x, D)u stetig. Da zu
vorgelegtem r immer ein N entsprechend gewihlt werden kann, ist P(z, D)u €
C>(Q). Entsprechend zeigt man, da$ fiir jede, im C§°(2) gegen 0 konvergente Folge
{u }x die Folge {Puy}y in C(Q) gegen 0 konvergiert. Somit erhalten wir auch die
stetige Abhéangigkeit. O

Den Pseudodifferentialoperator P(x, D)u kann man formal auch in der Form

P(z,D,)u = - K(z,x —y)u(y)dy

schreiben, d.h. ohne Verwendung der Fouriertransformation, falls

K(z,2) = (20" [ e@pla, )it

gesetzt wird. Dieses Integral konvergiert fiir m < —n. Falls m > —n, dann existiert
dieses Integral im Distributionensinne, d.h. K € D'(Q2 x R"). Dazu definieren wir
fiir beliebige ¢ € C§°(2 x R™) die Wirkungen

K(g) = (2m)™" / n / (e pla, (s, )

Satz 2. Die Distribution K fdllt mit einer C*°-Funktion aufSerhalb von z = 0 zu-
sammen.
Beweis:  Essei p € C5°(Q2 x R™) und ¢ = 0 fiir |z| < J. Es gilt

6 = 2~ A = |2 N (00

fiir beliebiges N € Ny. Wahlen wir A € C§°(R™) mit h(¢) = 1 fiir || < 1, dann folgt
aus der Existenz von K (¢) sofort

e—+40

k(o) = i [ 00 ([ e gete o) ) de

= i [ ([ 80 o el e ) dio )

e=10 Joxrn

= i [ ([ 80 0t OnE0)E ) 1o (o, 2o,

e—+0 QOxRn?



Falls wir 2N > m + n wéhlen, dann existiert

| (=20"b(a. ¢

und man kann deshalb im obigen Integral den Grenzwert ¢ — +0 bilden. Vorher
haben wir aber abzukléren, dafl das Verhalten jeder Ableitung dih(e{) vernachléssigt
werden kann. Dabei benutzen wir die Trégereigenschaft von dih(s). Wir erhalten

Ke)= [ [ 00 b Ol pla (o, )

und fiir |z] >§

K(z,2z) = ]z|2N/ e (= Ne)Np(w, €)dE.
Falls nun 2N > m+n+r gewdhlt wird, dann gehort K zu C”(Q x (R™\ {|z| < d})).
Die freie Wahl von N und § > 0 implizieren K € C*(£2 x (R™\ {0})). O

Die néchste Aussage erklart warum Pseudodifferentialoperatoren auch héufig als
spezielle Integro-Differentialoperatoren bezeichnet werden.

Satz 3. Ein Pseudodifferentialoperator ist die Komposition aus einem Differential-
operator und einem Integraloperator K : v — [, K(z,y)v(y)dy mit stetigem Kern
K = K(x,y), der unendlich oft differenzierbar ist fir x # y.

Beweis:  Es sei 2N > m + n. Dann gilt

Ple Dauts) = ()" [ =p(a) S0 Fruy©)de = k(Do

wobei
Ku(z) = (2m)™" /

ein Integraloperator mit stetiger Kernfunktion

K(r,y) = (2m)" / (e, ) (€) 2V de

n

ple, €)(€) 2 / Iy () dy dE

Q

n

ist. Wie im Beweis von Satz 2 zeigt man die Eigenschaft der unendlichen Differen-
zierbarkeit von K fiir x # y. O

Differentialoperatoren, und nur diese, sind lokal, d.h. supp P(z, D,)u C supp u
fir u € D'(2). Damit sind Pseudodifferentialoperatoren i. allg. nicht lokal. Fiir
viele Belange ist nicht der Tréager, sondern der singuldre Triger sing supp u einer
Distribution v € D’(€2) von Interesse. Die kleinste abgeschlossene Menge M C Q
mit der Eigenschaft, dafi w € C*°(Q\ M) ist, bildet den singuldren Tréger von w.



Definition 2. Wir setzen voraus, daf$ ein vorgelegter linearer Operator P auf dem
Distributionenraum E' () definiert ist. Dann heifit der Operator P pseudolokal, falls

singsupp Pu C singsupp u fir alle u € E'(Q) gilt.
Satz 4. Pseudodifferentialoperatoren sind pseudolokal.

Beweis:  Es sei u € £'(2) mit u € C®(w), wobei w C 2 ist. Es sei h € C§°(w) und
h(xz) = 1 auf einer Menge w’ C w. Dann liegt hu in C§°(w) und somit nach Satz 1
liegt P(hu) in C*°(Q2). Wiahlen wir jetzt aber hy aus C°(w'), dann kénnen wir nach
Satz 3 wie folgt schlieflen:

I (2)P((1 = h)u) = hy(2)K o (Dy)* ((1 — h(w))u()).

Da sich die Trager von hq(z) und 1 — h(y) nicht schneiden, und K unendlich oft
differenzierbar ist fiir z # y folgt hy(x)P((1 — h)u) € C*°(w). Insgesamt folgt wegen
der freien Wihlbarkeit von hy, daB8 P((1 — h)u) 4+ P(hu) € C*®(w) erfiillt ist. Damit
ist gezeigt Pu € C*°(w) fiir u € C*°(w), d.h. P ist pseudolokal. O

Wie wirken jetzt Pseudodifferentialoperatoren in Rdumen von Distributionen?

Satz 5. Es seip € S™(2) vorgelegt. Dann besitzt die nach Satz 1 existierende stetige
Abbildung

P(x,D,) :ue C°(Q) — P(x,Dy)u € C™(R)
eine stetige Fortsetzung
P(z,D,) :ue€&(Q) — Pz, D,)u € D'(Q).

Beweis:  Essei p € C5°(Q) und u € £'(2). Dann wird durch

(o D) = @)+ [ ([ ol OF@©eotads ) e

ein lineares und stetiges Funktional auf C5°(2) erkldrt. Dabei benutzen wir

e mit p € CF°(Q) liegt F(¢) in S(R™) und fallt damit fiir |{| — oo schneller als
jede Potenz,

e nach dem Satz von Paley-Wiener wéchst fiir u € £'(Q2) die Fouriertransfor-
mierte F'(u) fiir || — oo hochstens wie eine Potenz.

Somit ist (P(z, D,)u, ) tatsichlich fiir jedes ¢ € C§°(€2) definiert und stellt ein
lineares Funktional dar. Bleibt noch die Stetigkeit des Funktionals zu verstehen.
Dazu zeigen wir, daf§ aus {ug}r — 0 in £'(Q) sofort {P(x, D,)ux}r — 0 in D'(Q)
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folgt.
Falls {ug}r — 01in £'(€2) vorausgesetzt wird, dann folgt zu jedem ¢ > 0 die Existenz
eines ko(¢) so, daf mit Paley-Wiener

| F'(u) (§)] < £(8)"

mit einer von k& unabhéngigen Konstanten p erfiillt ist.
Damit gilt aber auch (P(z, D,)ug, ) — 0 fir alle ¢ € C3°(Q). Das liefert gerade
die geforderte Stetigkeit. a

Schliellich stellen wir die Frage nach der Wirkung von Pseudodifferentialoperatoren
in Skalen von Sobolevraumen. Was kénnen wir iiberhaupt erwarten?

Bisher wissen wir, dafl mit p € S™(2) der zugehorige Pseudodifferentialoperator
P(z, D,) folgende Abbildungseigenschaften besitzt:

P(z,D,):u e CE(Q) — C®(Q); ue &' (Q) — D(Q).

Damit ist es naheliegend, als Ausgangsraum wieder einen solchen mit kompakten
Trager Funktionen zu wahlen. Wir verwenden den Raum

H: () ={ue H*(R"): supp u C K CC Q}.

comp

Als Bildraum kommt der Raum H{ (Q2) = {u € D'(Q) : pu € H*(R") fiir alle
v € C5°(2)} in Frage. Es gilt C*(Q2) = Nser A (). Wir werden folgenden Satz

beweisen.

Satz 6. Vorgelegt sei p € S™(Q2). Dann ist P(x,D,) fir alle s € R eine stetige
Abbildung von HE () in H; ™ (Q2).

comp loc

Beweis: Nach Definition der Topologien auf HZ (£2) und H; ™(€2) haben wir zu

comp

zeigen, dafl zu jeder kompakten Menge K C Q und allen ¢ € C3°(Q2) eine Kon-
stante C' = C(s,m, K, p) derart existiert, daf fiir alle u € H;,  (K) die a-priori
Abschétzung

(@) P(2, De)ul|s—m < Cllulls

erfiillt ist. Wegen der Dichtheit von C§°(§2) in Hg,,,,(€2) reicht es folgende Beziehung
Zu zeigen:

||p($7Dw>uHs—m < CHUHS

fiir alle u € CS°(K), wobei P(z, D,) ein Symbol § € S™(f2) besitzt, welches auf
der Menge (2 '\ K’) x R™ verschwindet. Hierbei wéhlen wir K’ = supp . Mit



CP(K) € C(R™) gehért P(z, Dy)u zu S(R™). Mit v € S(R") bilden wir
(x, Dy)u,v) in L*(R™) und erhalten nach dem Satz von Parseval-Plancherel

(P(m, D,)u,v) =

/ Pla, D.uvds = / F(P(r, De)u) (O F) Q).

Benutzen wir p = 0 auf (2\ K’) x R", dann gilt

PP 006 = o) [ ([ e i Fmie) dy

=) [ FG)E - nF)mdn

Somit erhalten wir

(PlaDoue) = o) [ [ F@E~ n.)P)FE)@dnde

Fiir den Betrag der linken Seite erhalten wir

(Pl Do) < CWm) [ [ (1t 16 = ) (L4 1) 2 P (0) ) F0) €)

m)/n/n(l—ﬂg_mz)_gw

1 D3 F(u
(1+|€|2)?( + |nl7) 2| F'(u)(n)]

X (L+[€%) " [F(v)(€)]dndé.
Mit Hilfe der Peetreschen Ungleichung

(€ +n)® <2, (€)* < 2BE —n)*(n)*! fiir alle s € R

folgern wir nun

|(P(xD)“U)|<CNms/n/n1+|g n[?)” =N+m=s|

X (L4 [€[*) 72| F (v)(€)|dndg.
Wiéhlen wir —N + |m — s| < —n, dann ergibt sich sofort

(1 + [nl*)2 [ F (w) ()]

|(P(x, Dy)u,v)] < C(N,m, ) |[ulls|[vlm—s,

also auch

| P(z, Do)t s—pm < C|lulls fiir alle u € C(K).



Wir haben uns sehr ausfiihrlich mit Abbildungseigenschaften von P(x, D,) mit p €
S™(§2) auseinandergesetzt. Von Interesse ist die folgende Symbolklasse S~>°(2) :=
N S™(€2). Pseudodifferentialoperatoren P(x, D,) mit dem Symbol p € S™>°(£2) sind

regularisierende Operatoren. Sie bilden den &£'(€2) in den C*°(€2) ab. Dazu benutzen
wir

(P(x, Dy)u, p) = (2m)3 /

n

( | ptaoFw) <§>ew£¢<x>dx> e

aus dem Beweis von Satz 5.
Dann folgt die obige Beziehung aus der Tatsache, daf fiir jedes v € £'(Q2) die Fou-

riertransformierte F'(u) in einem L**(R") liegt und nach Bildung der Ableitung
OPP(z, D, )u.

Man kann auch eine globale Version zu Satz 6 zeigen.

Satz 7. Vorgelegt seien p € S™(R") und h € C§°(R"™). Dann gilt die a-priori-
Abschdtzung

|h(z) P(z, Dy)ulls—m < Cllulls
fiir alle w € H*(R™).

Am Ende wollen wir noch Abbildungseigenschaften von Pseudodifferentialoperato-
ren mit Symbolen p € S™, die der Bedingung

|DEDgp(x,€)| < Cp €)™

gleichméBig fiir alle x € R™ geniigen.
Frage: Welche Abbildungseigenschaften erwarten wir?

Antwort: Wir erwarten die Abbildungseigenschaften
P(x,D,): S(R") — S(R"), S'(R")— S'(R"), H*(R")— H*"™(R").

Beweisen Sie diese Abbildungseigenschaften!

2 Symbolkalkiil

Wir studieren jetzt Symbole mit kompaktem Triager bez. x. Diese Symbolklassen
bezeichnen wir mit S§*(£2).



Satz 8. Fs seien A und B Pseudodifferentialoperatoren mit den Symbolen a €
Sm(Q) und b € SE(Q). Dann ist C = B o A ein Pseudodifferentialoperator mit
dem Symbol c € Sy (Q). Auferdem gilt ¢ — cy € Sy N"1(Q) fiir jedes N, wobei

en(r.€) = 3 2 DEb(r 0fal, €)

la|<N
gewdhlt wird.

Beweis: Formale Rechnungen ergeben

clo.pgu = 2 [ et ([ e ([ oaorwiea) ) an
= )" [ eln OF )€

mit
o) = 2 [ ([ semaly. 01Dy ) dy

Operatoren der rechten Seite werden im folgenden Satz behandelt.

Satz 9. Vorgelegt sei die Funktion

( / d(z,y, €, n)ei(m_y)("‘@dy> dn

mit einer Amplitudenfunktion d = d(x,y,&,n), die folgenden FEigenschaften geniigt:

c(w,€) = (2" [

n

e deC¥(OxOXxR™), d=0 fir yeQ\ K, K; CCQ,
. ]D?D;‘/Dng/d(x,y,f,n)] < Coor g1, (€)1 YN Fiir jedes Ky CC Q.
Dann gehort die Funktion ¢ zum Raum C*°(Q x R™) und erfillt
|DEDSe(x,€)| < Cap i, (€)™ 11 fiir alle o, B, K, CC Q.

Falls wir definieren

il .
en(x,€) == Z T DyDyd(x,y,&,m) |,y e » dann gill c—cy € SmHN=L(Q).

la|<N



Beweis:  Wir definieren

;lal ,
exw ) =20 [ | [ 3 s - e 9y | an

la] <N

Dann schlufifolgern wir

jled
x(e.) = 0 [ [ S S w6 =Dy Sy | dy

la|<N

= (207 / . / . Z l P (DyDyd)(2,y,€, e’ dy | dn

|<N

ilal

= e [ | X S ey | dy

n
la|<N

- e [ ] > Dy D) .6, €)™ dy |

la|<N

Die Funktion (DyDyd)(z,y,&,§) hat kompakten Triiger in y und ist glatt, deshalb
ist die Fouriersche Umkehrformel anwendbar. Wir erhalten

3 gled
en(@ &) = Y (DyDyd)(w, 2,6,€) = en(w,€).
lal<N
Nutzen wir die Voraussetzungen, so ergibt sich sofort

1D Dlen(,8)| < Capey (€)™ 1 fiir jedes Ky CC Q.

Es bleibt nur noch

e an)w&) = @0 [ ([ om0y ) an

zu studieren, wobei

N+1
TN(x7y7£7n> = Z %/ (1 - t>ND7oyéd(x7y7€7§+ t(ﬁ - 5))dt(77 - €>a
la|=N+1 : 0

gesetzt wird. Nutzen wir wiederum

(77 _ g)aei(x—y)(n—i) _ (_Dy)aei(w—y)(n—@’
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dann liefert partielle Integration bez. y

(c—en)(@.&) = (2m)™ Y %/ »

|a|=N+1

1
( / (1=t ( / D;Dsd<x,y,5,§+t<n—f))ei“—y)("—@dy) dt) dn.
0 Rn

el@=y)(n=¢&) — (1- Ay)le"(”*y)("*@(l + n— &A™

Mit

erhalten wir

e-ente.g) = om0 EEUED [y gy

ja|=N+1
(/01(1 _t)N</n(1 — N Dy Dd(w,y, &, € + t(n — €))e' 00 dy)dt) dn.

Nutzen wir die kompakte Trager-Eigenschaft von d bez. y, dann koénnen wir wie
folgt abschétzen:

e ex)@ ] < s [ [ {07+ Ie-+ it~ 0+ Iy =€) .

Wir wahlen 2] > k — N — 1+ n, 2l > n, und unterteilen das Integrationsgebiet in
zwei Teile,

o ={wm -0l <5 a={wm:m-o= 5

In O gilt J¢] < 20¢ + t(n— €)] < 3[¢], also
/Q (14 (€4t — ODF N1+ [ — €2)dn de

< C{gymHN / (1+ [n2)dy < CeymHN1,

n

Die Konstante C' wird als universelle Konstante benutzt.
In Qy gilt [£| < 2|n — &] und somit auch 1+ |£+t(n — &) < 1+ 3|np—¢|.
Damit erhalten wir

/Q (L4 €+ tn— NFN 1+ |y — €2) My di

n

< C<§>m+kN1/ (1 + |7] 5‘ ) I+|(k 1)/2‘d(7] _ 6) < C<£>m+k7]v,1
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sofern wir 20 > |(k — N — 1)/2| + n wéhlen. Hierbei sollten wir die Falle £ > N und
k < N unterscheiden. Insgesamt haben wir somit

(¢ — en)(x,8)| < Ck, (&)mHh—N-1
gezeigt. Analog zeigt man
]D?Df(c —en)(1,8)| < Copk, <£>M+k7N717|a\' -
Mit der Aussage von Satz 9 folgt auch unmittelbar die Aussage von Satz 8, da

;lod ;lod

> 5 DyDyd(w,y & mly=an—e = Y — DyDb(wma(y, €)==
la|<N ) lo| <N '
—Z - Dgb(w, £)0ga(x, §). O
\a|<N !

Die Aussage von Satz 8 kann man als Verallgemeinerung der Leibnizschen Regel
ansehen.

Frage:  Wie wird eine entsprechende Aussage von Satz 8 aussehen, falls A und B
Pseudodifferentialoperatoren mit den Symbolen a € S™, b € S*, die den Bedingun-
gen

IDIDga(w,€) < Cpal€)™ ™, |DIDEb(z, )] < Cpal€)*
gleichméBig fiir alle x € R™ geniigen?

Folgerung. Der Operator Bo A—Cy ist ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung
m+k — 1, falls das Symbol o(Cy) := co(x,&) = a(x,&)b(x,§) ist.

Wihlen wir insbesondere Cy := Ao B, dann hat der Kommutator [B, A] := Bo A —
Ao B die Ordnung m + k — 1.

Folgerung. Der Operator [B, A| — Cy hat die Ordnung m + k — 2, falls das Symbol
o(Cy) = c1(x,€) in folgender Form gewdhlt wird:

ob Oa 0b Oa
= —{b, — - - _ 7).
Der Ausdruck {b,a} heifit Poisson-Klammer der Funktionen b und a.

Folgerung. Fulls einer der Pseudodifferentialoperatoren A oder B regularisierend
ist und der andere ein Symbol aus S{*(S2) besitzt, dann sind Ao B und B o A auch
reqularisierend.
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Als Folgerung aus Satz 9 erhalten wir sofort die folgende Aussage:

Satz 10. Vorgelegt sei der Operator

Au(z) == (2m)™" / ) / ) "I (z, y, n)u(y)dydn

mit einer Amplitudenfunktion d = d(x,y,n), die folgende Eigenschaften besitzt:
e dcC®¥(OUxOQAxR"), d=0 fir yeQ\ Ky, K1 CCQ,
o |DeDID)d(x,y, )| < Capy i (n)ym=lel fiir alle Ky CC Q.

Dann ist A ein Pseudodifferentialoperator mit dem Symbol o(A) := a(z, &) € S™(§2)
und a — ay € S™NYHQ) falls wir

definieren.

Beweis:  Formale Rechnungen ergeben fiir u € C5°(Q2)
Aute) = m [ [ iy [ @ dedyn
= Cn)" [ ealn, 9P
mit
o6 = @m" [ ey Iy

Die Anwendung von Satz 9 liefert sofort die gewiinschte Aussage. O

In Satz 8 haben wir die Komposition von zwei Pseudodifferentialoperatoren kennen-
gelernt. Wir wollen uns jetzt dem adjungierten Operator A* zu einem vorgelegten
Pseudodifferentialoperator A zuwenden.

Satz 11. Vorgelegt sei ein Pseudodifferentialoperator A mit dem Symbol o(A) :=
a(z, &) € S (). Wir definieren
jlel o y——
bN(x7€> = Z JDﬁDxa(xvg)
ja]<N
Dann ist der adjungierte Operator A* ein Pseudodifferentialoperator mit dem Symbol
o(A*) = b(z, &) € S(Q). Dabei gilt b— by € STV "1(Q).
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Beweis:  Formale Rechnungen ergeben fiir u,v € C§°(12)

/ Au(a)olm)de = (2m) " / (. / ea(r, ) /R )y ) dr
Z/HU(y)A*v(y)dy

A*v(y) = (2m)™" /n /n e (z, & v (x)dude

bzw. nach Variablentausch
A*v(x) = (2m) ™" / / " a(y, n)v(y)dydn.

Die Anwendung von Satz 10 liefert sofort die gewiinschte Aussage. O

Frage:  Wie wird eine entsprechende Aussage von Satz 11 aussehen, falls A ein
Pseudodifferentialoperator mit dem Symbol a € S™, das den Bedingungen

D Dga(x,€)] < Cpal€)™ ™,

gleichméBig fiir alle x € R™ geniigt?

3 Elliptizitat

Definition 3. Ein vorgelegter Pseudodifferentialoperator A mit dem Symbol a =
a(x,&) heifst elliptisch in einem Gebiet 2, falls fir jede kompakte Menge K CC )
Konstanten Cy = Co(K) und Cy = C1(K) mit |a(x,&)| > Col¢|™ —C fir allex € K
und & € R™ existieren.

Der Begrift der Elliptizitdt steht in engem Zusammenhang mit dem der Parametriz.
Es sei dazu (' ein Teilgebiet von €2 mit €/ CC Q. Weiterhin sei h € C§°(Q2) mit
h =1 in einer Umgebung von §2'.

Definition 4. Ein Pseudodifferentialoperator B, der Ordnung —m heifSt rechte Pa-
rametriz zum vorgelegten Pseudodifferentialoperator A der Ordnung m im Gebiet €,
falls fiir alle u € C§(Y) die Beziehung AhB,u = u + T,u erfillt ist. Dabei ist der
Pseudodifferentialoperator T, reqularisierend. Auf die gleiche Weise laft sich eine
linke Parametriz B, definieren. Diese erfillt BjhAu = u + Tyu mit einem regulari-
sierenden Operator T;.
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Fragen:  Sind linke oder rechte Parametrix eindeutig bestimmt? Worin besteht der
Unterschied zu einem links- oder rechts-inversen Operator?

Nach Satz 8 wissen wir a(z,&)b(z, &) —1 € S7HY), falls b = b(x,£) das Symbol
einer linken oder rechten Parametrix ist. Damit gilt |a(z, £)b(x, &)| > 1/2 fiir grofie
|€]. Da B, oder B; die Ordnung —m besitzen, folgt sofort |a(x, &)| > C(£)™ fiir grofie

|€]. Somit ist A elliptisch mit der Ordnung m. Genauso beweist man die Elliptizitét
von B, oder B;.

Satz 12. Es sei A ein elliptischer Pseudodifferentialoperator der Ordnung m in
einem Gebiet Q. Dann existiert in jedem Gebiet ¥ C Q mit Q' CC Q ein elliptischer
Pseudodifferentialoperator der Ordnung —m, der sowohl eine linke als auch rechte
Parametriz zu A ist. Mann nennt dann B Parametriz zu A.

Fiir den Beweis von Satz 12 benutzen wir das folgende Resultat, das uns gestattet,
aus einer Folge {a;}; von Symbolen ein Symbol a zu konstruieren.

Satz 13. Vorgelegt sei eine Folge {a;}jen mit a; € S™9(Q) fiir alle j > 0. Dann
N

existiert ein Symbol a € S™(Q) mit a— Y a; € S™N7Y(Q) fiir alle N. Man schreibt
=0

dann formal a ~ ) a;.
=0

Beweis:  Es sei y € C*°(R"™) mit x(§) =0 fiir [{] <1 und x(§) =1 fur |{] > 2. Es
sei {V;};en eine Folge kompakter Teilmengen aus Q mit V; C V;;; und lim V; = Q.
j—o0

Wir wihlen schliefllich eine Nullfolge {¢;};en so, dass
| DY Dg (x(e5€)as(z, )] < 277 (g)m -1+t
fir alle x € Vi, £ € R™ und |a + §| + k < j erfiillt ist.
Gelingt eine solche Konstruktion? Wir wissen nach Voraussetzung, dass
|DIDgaj(x,€)| < Cpan (€)™ 71
gilt. Durch Wahl von ¢; haben wir nur |¢| > % zu beachten.

Durch die +1 im Exponenten schlussfolgern wir wie folgt:

D7D (x(e6)aj (%, )| < Cpan €)™ 71 HHE) ™ < €jCham ()71
Wiihlen wir nun ¢; so, dass zu den vorgegebenen Koeffizienten Cj o,y 8ilt £;Cga,v;, <
27 fiir |a+ B+ k < j gilt, dann ist die gewiinschte Ungleichung gezeigt. Setzen wir

[ee)

= x(58)a;(x,€),

Jj=0
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dann werden wir im Folgendem zeigen, dass a die gewiinschten Eigenschaften aus
Satz 13 erfiillt. Es seien x € 2 und £ € R" fest gewahlt.

Laut Konstruktion existiert ein jo = jo(€) mit g, < |£]~!. Somit ergibt sich

jo—1

alw,€) =D x(£;€)a;(, ),

Damit konvergiert die Reihe fiir jedes z € €2 und £ € R™. Daraus folgt auch sofort
die Eigenschaft a € C*(2 x R™). Es sei jetzt eine beliebige kompakte Menge K C
vorgegeben. Dann existiert ein ko(K) mit K C Vj fiir alle k > ko(K). Es seien jetzt
xr € K und £ € R” fest gewdhlt. Weiterhin seien «, § und kg fest gewéhlt. Mit
obigem jy(&) haben wir dann

Jo—1
IDIDga(,€)] < Coan (O™ '+ Y 270l <y (O™
J=la+pl+ko
N
fiir alle |a+3|+k < j. Damit liegt a in S™(Q). Es bleibt noch a— 3" a; € S™V-1(Q)
j=0
zu zeigen. Das schlussfolgern wir aus der Darstellung
N N ]
a(r,6) = Y aj(,€) =Y (x(e6) — Das(z, &) + Y, x(e;)as(,6).
5=0 3=0 J=N+1

Die endliche Summe hat einen kompakten Tréger in £ und liegt somit in S~°°(£2).
Zur Abschétzung der Reihe gehen wir wie oben vor und zeigen

[e.e]

Z x(g;€)a(x,€) € SN,

j=N+1
Damit ist der Satz bewiesen. O

Beweis von Satz 12:  Die Voraussetzung der Elliptizitat sichert |a(z, £)| > S (]¢|™+
1) fiir |¢] > C. BEs sei ¢ € C®(R") mit (&) = 0 fiir [¢] < C und ¥(€) = 1
fir [£] > C 4 1. Weiterhin sei h € C§°(2) mit h(z) = 1 in einer Umgebung der
kompakten Menge €. Wir definieren den Pseudodifferentialoperator By mit dem
Symbol o(By) = bo(z,§) = 1/1(5)@. Dann liegt by in S™(£2). Nach Anwendung
von Satz 8 verstehen wir, dass die Ordnung von C := Ah(z)By—h(z)I gerade —1 ist,
d.h. o(Cy) = e1(z,€) € S71(Q). Wir definieren den Pseudodifferentialoperator By

mit dem Symbol o(B;) = by(z,§) = —cl(x,ﬁ)zb(f)@ € S7m1(Q). Die Ordnung
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von Cy := Ah(x)B; + h(z)C} ist gerade —2, also (Cs) = cy(w, &) € S72(Q). Durch
Fortsetzung dieses Konstruktionsverfahrens, wir definieren

1
a(z, §)

erhalten wir eine Folge von Pseudodifferentialoperatoren { B }7° ; der Ordnung m—#%
und eine Folge {Cy}72, der Ordnung —k. Nach Satz 13 existiert ein Pseudodiffe-

o(Bg)(x,&) =: bp(x,&) = —cp(x, £)(€) , Cry1:= Ah(z) By + h(x)CY,

k—1
rentialoperator B der Ordnung —m mit B — ) B, hat die Ordnung —m — k. Nach
j=0
k=1
Satz 13 existiert ein Pseudodifferentialoperator C' der Ordnung —1 mit C' — > C;
7=0
hat die Ordnung —1 — k. Diese konstruierten Pseudodifferentialoperatoren B und C'
erfiillen die Beziehung Ah(z)B — h(z)I + h(x)C' = C + T, mit einem regularisieren-
den Pseudodifferentialoperator T,.. Wegen h(x) = 1 auf €', ist B auf dieser Menge
eine rechte Parametrix zu A.

Auf gleiche Weise definieren wir Pseudodifferentialoperatoren Bj, B{, B}, --- ,
C1,CY, - -+, indem wir mit Bj als Pseudodifferentialoperator mit dem Symbol
o(B)) = w(ﬁ)@,C{ = Bjh(z)A — h(z)I,0(C}) = c(z,&) € S7(Q) starten.
Auf diese Weise erhalten wir B'h(x)A — h(z)I 4+ h(z)C' = C' + T} mit einem regula-
risierenden Pseudodifferentialoperator T;. Wegen h(z) = 1 auf ¥, ist B’ auf dieser
Menge eine linke Parametrix zu A.

Wir zeigen (B — B')h ist regularisierend, d.h. o(B) = o(B’) modulo S™>°(£2’). Das
folgt aus

B'hAhB = B'h(hI + (1 — h)C +T,) = B'h* + T,
B'hAhB = (hI + (1 — h)C' + T))hB = h*B + T,

fur alle u € C§°(€Y') mit anderen regularisierenden Pseudodifferentialoperatoren T,
und 7;. Daraus erhalten wir B'h?* — h?B ist regularisierend, also o(B) = o(B’)
modulo S™°(?). O

4 Nicht standardméflige Symbolklassen

Interessieren wir uns fiir schwach hyperbolische Cauchy-Probleme bzw. fiir entartete
Cauchy-Probleme fiir P-Evolutionsgleichungen oder fiir strikt hyperbolische Cauchy-
Probleme bzw. fiir Cauchy-Probleme fiir P-Evolutionsgleichungen mit Koeffizienten
niederer Regularitét, dann sind wir gezwungen, die Methode der Zonen im Fall rein
zeitabhangiger Koeffizienten zu strapazieren. Hangen die Koeffizienten auch von
den Ortsvariablen ab, dann versagt die Methode der partiellen Fouriertransforma-
tion und man mufl Elemente der mikrolokalen Analysis nutzen. Natiirlich darf man
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den Zonengedanken nicht vergessen. Dieser spiegelt sich in der Festlegung nicht
standardmdfiger Symbolklassen wieder.

Wir wollen den Symbolapparat anhand von strikt hyperbolischen Cauchy-Problemen
mit Koeffizienten niederer Regularitéit erkléaren.

Im erweiterten Phasenraum { (¢, z,&) € [0, 7 XR?&}, man beachte, daf} jetzt die Zeit-
variable in den Phasenraum eingeschlossen wird, definieren wir die Funktion t = ¢,

durch die Beziehung t¢(§) = N log(£). mit (). = y/e + [£|2. Die Konstante N wird
im allgemeinen als grofle Konstante gewahlt und tritt im Diagonalisierungsprozef3
auf.

Definition 5. Die pseudodifferentielle Zone Z,q4(N) ist definiert durch
ZoalN) = {(t,2,€) € [0,T) x R% ¢ < tc).

Die hyperbolische Zone Zy,,(N) ist definiert durch
Zipl(N) 1= {(t,2,) € [0,7] x R 5 > 1},

In jeder Zone hat man jetzt unterschiedliche Symbolklassen zu wéhlen.

Definition 6. Durch Ty bezeichnen wir die Klasse aller Symbole a = a(t,x,§) €
L>((0,7), C"O(Ri’fg)), die folgenden Bedingungen gentigen:

000¢a(t, ,€)| < Cpo (€)1 fiir alle (t,2,€) € Zpa(N) und alle 3, a.

Definition 7. Durch Sy{mi,ms} bezeichnen wir die Klasse aller Symbole a =
a(t,z,&) € C*((0,T] x Ri@; die folgenden Bedingungen geniigen:

1\m

1 2+k
08P alt, ,€)] < Cga (€)™ (¥ log ;) fiir alle (t,2,€) € Zny(N) und alle k, B, .

Frage:  'Wodurch unterscheiden sich die beiden Symbolklassen?

Zu allen eingefithrten Symbolklassen kann man Pseudodifferentialoperatoren mit
genau diesen Symbolklassen definieren. Sehr hilfreich ist folgender Satz, der eine
Beziehung zu parameterabhédngigen Standard-Symbolen garantiert.

Satz 14. Falls ein vorgelegtes Symbol a € Thy aufSerhalb von Z,4(2N) verschwindet,
dann gehdrt a zum Raum L*>((0,T), S*(R™)).

Falls ein wvorgelegtes Symbol a € Sx{mi,ma} konstant in Z,(N) ist, dann
gehort a zum Raum L>®((0,T), Smax{0mitmel(R™))  AyBerdem gilt OFa €
L>=((0,T), Smtmath(R™)) fiir k > 1.
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Beweis:  Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus Definition 6. Zum Beweis
der zweiten Aussage beachten wir

. /L 1yme
alt, 2,€)| < C in Zya(N) und la(t, 2,6)] < Cogol€)™ ($1087) " in Zuup(N),

Nutzen wir die Definition von Z,,(/N), dann schluifolgern wir wegen my > 0

m2 m2
@m (Flos7)™ < om (S 1og )™ < crgmem.
3 £
Zusammenfassend haben wir |a(t,z,&)] < C(¢)mad{Omitma} - Jede  Ablei-
tung des Symbols verschwindet in Zy4(N), deshalb erhalten wir sofort
000ga(t, z,6)| < Cpo(€)™+m2=lol - Somit haben wir die Behauptung a €
L>((0,T), Smaxd0mitma}(RM)) bewiesen. In gleicher Weise zeigt man die Aussage
fiir OFa. O

Was liefert uns die Aussage von Satz 147 Wir konnen die Komposition von Pseu-
dodifferentialoperatoren mit nicht Standard Symbolen zuriickfithren auf die Kom-
position von parameterabhingigen Standard Symbolen. Fiir solche gelten selbst-
verstdndlich Aussagen vom Typ des Satzes 8. Wir wollen diese nur fiir global defi-
nierte Symbole formulieren.

Satz 15. Es seien A = A(t) und B = B(t) parameterabhinige (hier ist die
Zeit t der Parameter) Pseudodifferentialoperatoren mit den Symbolen o(A(t)) =
a(t) € L*>((0,T),S™(R")) und o(B(t)) := b(t) € L>((0,T), S*(R")). Dabei sind
die Symbole und thre Ableitungen gleichmdf$ig beschrdnkt bez. x € R™. Dann ist
C(t) = B(t) o A(t) ein parameterabhingiger Pseudodifferentialoperator mit dem
Symbol a(C(t)) = c(t) € L>®((0,T), S™*R")). Auperdem gilt c(t) — cn(t) €
L>=((0,T), S™He=N=1(R")) fiir jedes N, wobei

1
en(t,w,€) = Y — DEb(t,x,€)d a(t, =,€)
laj<N
gewdhlt wird.

Beweis:  Der Beweis ist eine parameterabhéingige Variante des Beweises zu Satz 8.
O

Hat man dieses Resultat zur Hand, dann kénnen wir die Komposition von Pseudo-
differentialoperatoren mit nicht Standard Symbolen verstehen.

Satz 16. Es seien A und B Pseudodifferentialoperatoren mit den Symbolen o(A) :=
a € Sy{mi,ma} und o(B) := b € Sy{ki, ka}. Wir setzen weiterhin voraus, dajs
beide Symbole in Z,q(N) konstant sind und dafS ein Symbol dort sogar verschwindet.
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Dann ist C' = B o A ein Pseudodifferentialoperator mit dem Symbol o(C) = ¢ €
Sn{mi + ki, mo + ko}. Auflerdem gilt

et &)~y 5 DEb(t, . €)0alt, z,€) modulo C=([0,T], S~ (R™)),

d.h, ¢ —cpr € Sn{my + k1 — M — 1,mqy + ko} fiir jedes M € Ny.

Beweis:  Nach Satz 14 konnen wir die Komposition zuriickfiithren auf die Kompo-
sition von parameterabhéngigen Standard Symbolklassen. Deshalb konnen wir Satz
15 anwenden und erhalten sofort die folgenden Aussagen:

c— Z - DEb(t,x, §)da(t w,€) € L=((0,T), gmtmaththaN=l(Re)),
|a|<N !
! (c— 3y i' ng(t,x,g)aga(t,x,g)> € L®((0,T), Sma+methithatl=N=1(gn)) | > 1
(o}

la|<N

Falls wir die Behauptung c(t,z,€) ~ Y, & Dgb(t, z,£)0%a(t, z,£) zeigen konnen,
dann gilt diese natiirlich modulo C*°([0, T, S~>(R")). Um die Aquivalenz zeigen zu
konnen, benotigen wir eine Aussage vom Typ des Satzes 13, aber jetzt in Hierarchien
von nicht Standard Symbolklassen.

Satz 17. Vorgelegt sei eine Folge von Symbolen {a;}jen, mit a; € Sy{mi — j,ma}.
Alle Symbole verschwinden in der pseudodifferentiellen Zone Z,4(N). Dann existiert

ein Symbol a € Sy{my,ma} mit a ~ > a;.
=0

Beweis:  Wie im Beweils zu Satz 13 definieren wir
a(t,x,§) : szjga]txf)

Dann gelten fiir j > 0 in der hyperbolischen Zone Zj,,,(N) die Beziehungen

mo+k
00208 (2,6t €] £ 27909 (1o )

fiir k 4+ |a + G| < j. Folglich gilt

t T f ZCL] t z é Z(X(gjg) - 1>a’j(t>x7£) + Z X(€l€>al(t7x7€)'

j=0 I=M+1
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Die endliche Summe hat einen kompakten Trager in £. Deshalb kann man schluf3fol-
gern, daf} die Summe in C*°([0, 7], S~ (R™)) liegt. Wenden wir uns der unendlichen
Summe zu. Es gilt

%S e’} 1 1 mao—+k
oroLoE Y xEalte,O) < Y 2 gmtle (;mg;)
I=M+1 I=k+|a+p
k+|a+p|
+ > 10000 (x(@d)a(t, 3, €)))-
I=M+1

Nach Anwendung der Leibniz-Regel auf die endliche Summe und der obigen Vor-
aussetzung auf die Reihe erhalten wir

- 1,1\t
o007 Y- (aanttr. )| < Cunal)™ o (F10g7)

t
I=M+1

J
Das sollte bewiesen werden. a
Der Beweis von Satz 17 ist vollsténdig, falls Dgbdga € Sy{m; + ki — |af, ma + ko}
gezeigt werden kann. Das folgt unmittelbar aus den Voraussetzungen, a = b =0 in
Zpa(N) und der Ungleichung

M 00
Somit liegt a — >~ a; in Sy{m; — M —1,my}, dh.a~ > a;.
=0 Jj=0

1 1 ma+ka+k
Do

OF0108 DO a] < Clyp (€)™ 110110 (; log *

Damit ist die Aussage von Satz 17 vollstandig bewiesen. a

Die Aussagen von Satz 17 zusammen mit Satz 16 zeigen wie die Hierarchie der
Symbolklassen Sy{m; — j,ma}, j > 0, zum Studium der Komposition von Pseudo-
differentialoperatoren mit Symbolen in Sx{m;, ms} verwendet wird. Es gibt jedoch
auch andere Hierarchien, z.B. die Hierarchie Sy{mj —j,ma+j},7 > 0. Der folgende
Satz enthélt eine entsprechende Aussage zu Satz 17 bez. dieser Hierarchie.

Satz 18. Vorgelegt sei eine Folge von Symbolen {a;}jen, mit a; € Sy{mi —j,ma+
Jj},j = 0. Alle Symbole verschwinden in der pseudodifferentiellen Zone Z,q(N).

Dann ezistiert ein Symbol a € Sy{mq,ma} mit a ~ > a;. Letzteres bedeutet:
j=0

M
a—Zaj € Sny{mi— M —1,me+ M+ 1} fir alle M.
=0

Das Symbol a € Sx{my, ma} ist eindeutig bestimmt modulo (| Sy{mi — [, ma +1}.
>0
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Beweis:  Wir konnen den Beweis zu Satz 17 formal {ibertragen. Dazu definieren
wir

alt,x, &) = i ( N10g>§>>aj(t,x,§)

Jj=

und beriicksichtigen die Beziehungen

o (. HE ~Jal;-
oroex (Ef Nlog<5>) | < Gt

fir alle k£ und «a.

Frage: ~ Was bedeutet () Sy{mi —{,mq +1}?
1>0

Einige Rechenregeln fiir die Menge der Symbolklassen Sy{m,ms}:
o Sy{my —k,ms + k} C Sy{mi,mo} fir k> 0;
SN{ml,mQ} . SN{kl, k?z} C SN{m1 + /ﬁ,mg + ]{32};

g Sn{ma, ma} C Sy{mi — |a|, ma};

afSN{ml,mg} C SN{ml,mg + k’},

855]\[{7’111, mg} C SN{ml, mg}.

Am Ende des Einfithrungsseminars in die Theorie von Pseudodifferentialoperatoren
wollen wir uns der Existenz von Parametrizes zuwenden.

Satz 19. Wir setzen voraus, dafi das Symbol a := o(A) eines vorgelegten Pseu-
dodifferentialoperators A zu Sy{0,0} gehdrt und konstant in der pseudodifferen-
tiellen Zone Z,q(N) ist. Weiterhin sei A elliptisch, d.h. |a(t,z,&)| > C > 0 fir
(t,z,&) € [0,T] x RZ%. Dann eistiert eine Parametriz B mit o(B) =: b € Sy{0,0}
und b ist konstant in Zyy(N).

Beweis:  Wir setzen by(t, z, &) := a(t, z, &), Nach Satz 14 kénnen wir rekursiv die
Symbole bg = bs(t, z, &) definieren. Dazu setzen wir

18]
1
> —Dgalt, 2, )0 bs-a(t, v, €) =t —alt, z,)bs(t, 2,€).

lal=1

Fiir |8] > 1 verschwindet bg in der pseudodifferentiellen Zone Z,;(NN). Weiterhin
liegt bz in Sy{—|5],0}. Nach Satz 17 existiert ein Symbol by € Sy{0,0} mit

> bg € Sy{—k,0}, bp=by in Z(N).
|8l<k—1
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Verwenden wir die Konstruktionsvorschrift der b und die Aussage von Satz 15, dann
ergibt sich ABg ~ I modulo C*([0,T], S~*°) fiir 0(ABg). In gleicher Weise konstru-

ieren wir eine linke Parametrix By,. Es gilt wieder br = by, modulo C*°([0, T, S~).
O
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