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Behauptung/Vermutung

» aus Wikipedia-Artikel " Conditional dependence” (z.B. Version mit
letztem Anderungsdatum 20.12.2023, aber auch schon davor)
> Geg.:
» Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P)
> A B,Ce Fmit0<P(A),P(B),P(C)<1
> A und B sind stochastisch unabhangig, P(AN B) = P(A) - P(B)
» (C ist sowohl von A als auch von B "positiv abhangig”, d.h.

P(C|A) > P(C) und P(C|B)>P(C) *)

» Dann gilt: bedingt unter C ist A von B "negativ abhangig”, d.h.
P(AIBN C) < P(A|C) (**)
> kein Beweis, Verweis auf Internetquelle, die als " [permanent dead

link]" gekennzeichnet wird, eine gewisse heuristische Begriindung
und ein Beispiel (verbal und numerisch) werden gegeben
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Zur positiven und negativen Abhangigkeit von Ereignissen
Beh.
» Geg.: Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P) und A,C € F mit
0<P(A),P(C)<1
» Dann sind alle folgenden 20 Beziehungen zueinander dquivalent:
> P(C|A) > P(C), P(AIC)>P(A), P(ANC)>P(AP(C)

P(C|A°) < P(C), P(AS|C) < P(A%), P(A°NC)<P(A)P(C)
P(C¢|A) < P(C%), P(A|C) <P(A), P(ANCS) <P(A)P(C)
P(C¢|A%) > P(C<), P(A°|CC) > P(A%), P(A°N C°) > P(A°)P(C)
Cov[la,1¢] >0, Corr[la,1c]>0
Cov[la,1¢] <0, Corr[la,1c] <0
Cov[la,1c] <0, Corr[la,1c] <0
> Cov[lac,1c] >0, Corr[lac,1c] >0

vV VvVvVvYy Vv YVvyy

> analoge Aussagen gelten fiir negativ abhidngige und unabhingige
Ereignisse A und C
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Zusammenhang zum Begriff der positiven Assoziation
» In Cox, D.R., Causality: some statistical aspects, J. R. Statist. Soc. A

(1992), v. 155, part 2, pp. 291-301, wird definiert (S. 292):
"We may say that C is a candidate cause of E if C and E are positively

associated, i.e. if
P(E|C) > P(Ejnot C)."
> Beh. Geg.: Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P) und A, C € F mit
0<P(A),P(C)<1

Dann sind die Beziehungen der Behauptung von Folie 3 auch dquivalent
zu P(C|A) > P(C|A%), d.h. A ist eine mdgliche Ursache von C im Sinne
von Cox oder A und C sind positiv assoziiert im Sinne von Cox.

» Zum Beweis: Nach der vorigen Behauptung gilt eine der folgenden
Beziehungen:
P(C|A) > P(C) > P(CJA%);
P(C|A) = P(C) = P(C|A%);
P(C|A) < P(C) < P(CJA"). O
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Symmetrie beziiglich der Ereignisse A und B

Beh.

» Geg.: Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und A,B,C € F mit
0<P(ANC),0<P(BNC)

> Dann gilt:
(P(AIBNC) < P(A|C)) < (P(BJANnC) < P(B|C))
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Eine allgemeine Beziehung

» Beh. Geg.: Wabhrscheinlichkeitsraum (€, F,P),
A B,CeF mit 0<P(BNC)

= P(AIBNC)-P(B|C)=P(ANB|C) (***)

» dies ist auch ein Axiom in der Definition von bedingten
Wabhrscheinlichkeitsraumen von Rényi,

"On a new axiomatic theory of probability”, Acta Mathematica Hungarica, 1955, v. 6, nr. 3-4, p. 285-335
> damit gilt auch
P(ANB|C)
(AIC) - P(B|C)

PABNC) =5 -P(A|C)

und so
(P(AIBNC) < P(AIC)) & (P(ANB|C) < P(A|C)-P(B|C)),
d.h. bedingt unter C sind A und B negativ abhingig
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Geometrische Veranschaulichung
> Q =10,1]2 mit o—Algebra der Borelmengen und FlichenmaB als
WahrscheinlichkeitsmaB
» 0<P(A)=:pa<l1
> 0<P(B)::p5<1
> 0<P(C)=pc=a+B+7+35<1 mit
> 0<a:=PANBNC)<pa-(1—ps)<l
> 0<pB:=PANBNC)<(1—pa)-pg<l
> 0<~y:=PANBNC)<(1-pa)-(1-pe)<1
> 0<§:=P(ANBNC)<pa-psg<l
= 0<PANC)=a+d<1; 0<PBNC)=p+d<1
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Prinzipgrafik zur geometrischen Veranschaulichung

A
« Y
o ANB°NC A“NB°NC
& ANBNC | ANBNC
) B B
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Der Spezialfall CC ANB,dh. a=3=v=0

» Geg.: Wabhrscheinlichkeitsraum (Q,F,P); A,B,C € F mit
0< P(A),P(B),P(C)<1; CCANB

> Dann gelten:

> P(CA)ZFF:EZg>P(C), P(C|B)=EE;>P(C)
> P(A|C)_::(8_1
> P(A|BﬂC)—g§8—1¢P(AC), sondern

P(A|BN C) = P(A[C)

» Bem. Allgemein gilt fir A,B,C € F mit P(C) >0
(P(BIC)=1) = (P(AIBN () =P(A[C))

18.1.2024
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Der Spezialfall 6 =0

» Geg.: Wabhrscheinlichkeitsraum (Q,F,P); A,B,C € F mit
0<P(ANC),P(BNC)

» Dann folgt wegen
0 =P(ANBNC)=0<PABNC)=0<P(BJANC) =0,
> dass immer gilt:

0=P(A|BNC) < P(AC);
0=P(BJANC) < P(B|C)
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Der Spezialfall C = AU B, insbesondere v =10

» dies ist die Situation im Beispiel des Wikipedia-Artikels
> 0<d=pa-pg<l; pa=a+d; pg=B+9
»0<a=pa-(1-pg)<l; 0<B=(1-pa)-p<l
> pc =pat+ps—pa-pe=a+B+0
P(A) P(B)

> = = : = =

P(C|A) P(A) 1>P(C); P(C|B) P(B) 1>P(C)

P(A) a+d
> 0 < P(A|C) = = <1
(Al¢) P(C) a+p8+9
P(ANB

> 0<P(ABNC) = (ANB) _ 9 P(AIC) = et

= < _—
P(B) B+9 a+pB+9
da unter den gemachten Voraussetzungen von Folie 2

a+0 .
R > o+ ———— streng monoton wachsend ist

a+B+90
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Der Spezialfall C C AUB,dh. v=0

» aus den Voraussetzungen von Folie 2 folgen

> Pl =20 s PO —a s pd o 5<(OI+5)1;—APA
g P(C|B):ﬂ+§>P(C):a+ﬂ+5 & a<(f+6) =28
ps -
>PMK)ZE%%%3, mmBmcy:F%S N
0 a+d

P(A|BN C) < P(A|C) &

B+0 "athB+o
& Sa+B+0)<(a+8)(B+9)

& ad+ B0+ 6% < af + ad + 86 + 62
& 0<ap

» ist immer erfiillt, Gleichheitszeichen genau dann, wenn o = 0 oder
f = 0 (siehe auch den Fall C C AN B)

Prof. Dr. H.-J. Starkloff  Eine Frage der bedingten Abhangigkeit

18.1.2024

12



Ein konkretes Beispiel mit P(A|B N C) > P(A|C)

>

>

3 9
P(A)=P(B) = g = 0-375; P(ANB) = ¢4 = 0140625

1 3
a=p=0=—=0.0625; ~v=_——=0.09375

16 2
P(ANC) =a+5=P(BNC)=f+5= ¢ =012
CPANC) 1 9
P(CIA) = T = 5 = 033> P(C) = 3 = 0.26125
PBNC) 1 9
P(CIB) = gy = 3 = 033> P(C) = 3 = 0.26125
CPANC) 18 4
PAIC) = “re = 5733 = g = 048
P(ANBNC) 1/16 1
p(aBncy— PANBNC) 116 1 _ 45 pac)

PBNC) — 1/8 2
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Allgemeine Betrachtung
> aus (***) folgt unter den Voraussetzungen von Folie 2
(P(AIC)) = P(AIBN C)) = (P(A[C)-P(B|C) = P(AN B|C))
» mit den Bezeichnungen aus der geometrischen Veranschaulichung ist
dies dquivalent zu

P(ANC) P(BNC) . P(ANBNC)
P(C) P(C) < PO
P(AN C)/P(C) % P(ANBNC)/P(BNC)
oder P(AﬂC)-P(BﬂC)%P(AﬂBmC)-P(C)
(a+0)-(B+8) =35 (at B +7+0)
aﬂ+a5+65+52%a5+55+75+62
_la 7z
aff —~6 = 5 BZO
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Analytische Herangehensweise

» Bestimmung des Wertebereichs (des Minimums und Maximums)
P(AnC) P(BNC) PANBNC()
P(C) P(C) P(C)
_(a+0)-(B+9) J

(a+B+~v+0)? a+p+v+0

als Funktion von pa, pg, a, 3,7, mit allen Nebenbedingungen, z.B.

> 0<pa,pg<l;0<a+p+y+0<1,;
a+d f+0

> ,ﬂ >a+pB+v+9;
PA PB

> 0<a,B,7,0 <1;
>» 0<a+4d,p+0<1;

> 0<a<pa(l—pg);0<B<pa(l—pa);0<05<paps;
0<~<(1—pa)l—ps)
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Das

>

>

=

Mengensystem von mit C unabhadngigen Ereignissen
Geg.: Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P), C € F mit
0<P(C)<1
Def. Mengensystem der mit C unabhangigen Ereignisse:
UAc :={Ae F:P(AIC)=P(A)}
={AeF:P(AnC)=P(A)P(C)}

Beh. Unter obigen Voraussetzungen ist U Ac ein Dynkin-System
(A—System), d.h. es enthilt Q und ist stabil beziiglich eigentlicher
Differenzen und abzahlbarer disjunkter Vereinigungen.

Beh. Unter obigen Voraussetzungen enthdlt U A die o—Algebra
{Ae F:P(A)e {0,1}} ={Ac F:P(A)(1—-P(A)) =0}.

Beh. Unter obigen Voraussetzungen ist F die disjunkte
Vereinigung von {A € F : P(A|C) =P(A)},

{Ae F:P(AIC) >P(A)} und {Ac F:P(AIC)<P(A)}.

erinnert an Situation in Linearer Algebra mit Halbrdumen
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Weitere mogliche Fragen

» Rolle der Unabhangigkeit der Ereignisse A und B?
» Rolle der positiven Abhangigkeit des Ereignisses C von A und B?

» Beziehung zur paarweisen Unabhangigkeit bzw. vollstdndigen
Unabhangigkeit der Ereignisse A, B, C?

» Beziehung zu Paradoxien der Wahrscheinlichkeitsrechnung ? (Vgl.
z.B. das Paradox von Berkson.)

» Untersuchungen zu Mengensystemen unabhangiger/positiv
abh&ngiger/negativ abhangiger Ereignisse
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